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Resume. En topologie dynamique, une famille classique de systemes est celle 
formee par les rotations minimales. La classe des nilsystemes et de leurs limites 
projectives en est une extension naturelle. L'etude de ces systemes est ancienne 
mais connait actuellement un renouveau a cause de ses applications, a la fois 
a la theorie ergodique et en theorie additive des nombres. 

Les rotations minimales sont caracterisees par le fait que la relation de 
proximalite regionale est I'egalite. Nous introduisons une nouvelle relation, 
celle de bi-proximalite regionale, et montrons qu'elle caracterise les limites 
projectives de nilsystemes d'ordre deux. 

Les rotations minimales sont liees aux suites presque periodiques et de 
meme les nilsytemes correspondent aux nilsuites. Ces suites introduites en 
theorie ergodique sont intervenues depuis dans certaines questions de theorie 
des nombres. De notre caracterisation des nilsystemes d'ordre deux nous dcduisons 
une caracterisation des nilsuites d'ordre deux. 

Les demonstrations s'appuient d'une maniere essentielle sur l'etude des 
« structures de parallelepipedes » developpee par B. Kra et le premier au- 
teur. 



Abstract. A classic family in topological dynamics is that of minimal rota- 
tions. One natural extension of this family is the class of nilsystems and their 
inverse limits. These systems have arisen in recent applications in ergodic the- 
ory and in additive combinatorics, renewing interest in studying these classical 
objects. 

Minimal rotations can be characterized via the regionally proximal relation. 
We introduce a new relation, the bi-regionally proximal relation, and show that 
it characterizes inverse limits of two step nilsystems. 

Minimal rotations are linked to almost periodic sequences, and more gener- 
ally nilsystems correspond to nilsequences. Theses sequences were introduced 
in ergodic theory and have since be used in some questions of Numer Theory. 
Using our characterization of two step nilsystems we deduce a characterization 
of two step nilsequences. 

The proofs rely on in an essential way the study of "parallelepiped struc- 
tures" developed by B. Kra and the first author. 



1. Introduction 

Un systeme dynamique topologique (abrege en « systeme ») {X, T) est un espace 
compact metrisable X muni d'un homeomorphisme T: X — > X. Ce systeme est 
transitif s'il existe au moins un point x £ X dont Vorbite {r"a; ; n G Z) est dense 
dans X ; il est minimal si I'orbite de tout point est dense dans X. Cette propriete 
est equivalente a la condition que les seuls fermes de X invariants par T sont X et 
I'ensemble vide. 



Date : 2 Aout 2006. 



1 



2 



BERNARD HOST & ALEJANDRO MAASS 



1.1. Systemes equicontinus et nilsystemes. Unc famille classique de systemes 
minimaiix est celle formee par les rotations minimales (ces sytemes sont appeles 
systemes de Kronecker dans [Fu]). Dans ce cas, X est un groupe abelien compact 
et la transformation T a la forme x ax, oil a € X est une constante telle que 
{a" : n G Z} soit dense dans X. 

Un systeme minimal est equicontinu si et seulement si il est isomorphe a une 
rotation minimale. Ces systemes peuvent etre caracterises au moyen de la relation 
de proximalite regionale : pour chaquc systeme minimal {X,T), cette relation est 
une relation d'equivalence sur X et le systeme est equicontinu si et seulement si 
cette relation est I'egalite [Au] . La definition et les proprietes de cette relation sont 
rappelees dans la section 2.1. 

Nous nous interessons ici a une famille plus generale de systemes, les nilsystemes. 
L'etude de ces systemes est ancienne mais connait actuellement un renouveau a 
cause de ses application, a la fois en theorie ergodique (voir par exemple [CLl], 
[CL2], [HKl], [BHK]) et en theorie additive des nombres (voir [GTl], [GT2]). Nous 
en donnons ici la definition, les proprietes utiles sont rappelees dans la section 5.1. 

Definition 1. Solent A; > 1 un entier, G un groupe de Lie nilpotent d'ordre A; et F 
un sous-groupe discret cocompact de G. 

La varictc X ~ G/T est appclcc unc nilvariete d'ordre k. 

Fixons t ^ G et soit T: X X I'application x i-^ t ■ x, ou {g,x) ^ g ■ x est 
Faction a gauche de G sur X. Alors {X,T) est appele un nilsysteme d'ordre k. 

On rappelle qu'un nilsysteme est minimal des qu'il est transitif. 

Un nilsysteme d'ordre 1 est une rotation sur un groupe abelien compact. Nous 
ne considcrons ici que les nilsystemes d'ordre 2, la generalisation de nos resultats a 
I'ordre superieur restant une question ouverte. 

Contrairement a la famille des rotations minimales, la famille des nilsystemes 
minimaux d'ordre deux n'cst pas stable par limite projective (voir [Ru]). II est done 
naturel de considerer la classe plus large des systemes qui sont des limites projectives 
de nilsystemes minimaux d'ordre deux. 

Le resultat principal de cct article (thcorcme 2) est la caractcrisation des limites 
projectives de nilsystemes minimaux d'ordre deux au moyen d'une nouvelle relation, 
la relation de bi-proximalite regionale introduite dans la section 2.1 : Cette relation 
est I'egalite si et seulement si le systeme est (isomorphe a) une limite projective de 
nilsysteme d'ordre deux. 

1.2. Application aux nilsuites. La notion de nilsuite (section 8.1) est une gene- 
ralisation naturelle de celle de suite presque-periodique, obtenue en remplagant les 

groupcs abcliens par des groupcs nilpotcnts. Cos suites ont etc d'abord introduites 
en theorie ergodique pour dans l'etude des correlations multiples ([BHK]) et elles 
ont ete ensuites utilisees en theorie des nombres pour l'etude des configurations 
apparaissant dans les nombres premiers ([GTl, GT2]). 

Dans la section 8 nous utilisons notre resultat principal pour donner une car- 
acterisation des nilsuites d'ordre deux en termes de regularite arithmetique. Nous 
pensons que cette caractcrisation poiirrrait avoir des applications en dehors de la 
dynamique. Au passage nous donnons aussi une caracterisation des suites presque 
periodiques, facile a montrer directement mais apparemment nouvelle. 



NILSYSTEMES D'ORDRE DEUX 



3 



1.3. Facteur equicontinu mziximal et nilfacteur d'ordre deux maximal. 

En topologie dynamique, les quotients sont appeles des facteurs. Nous en rappelons 
la definition. 

Definition 2. Soit {X,T) un systcmc. Un facteur dc cc systcmc est la donnee 
d'un systeme {Y,S) et d'une application p : X ^Y, continue, surjective et verifiant 
Sop = poT. 

Par abus de langage, on dit brievement que Y est un facteur de X et I'application 

p est appelee V application facteur. 

Remarquons que tout facteur d'un systeme minimal est minimal et que tout 
facteur d'un systeme minimal equicontinu est equicontinu. 

Soit dcsormais {X, T) xm systcmc minimal. Lcs facteurs de X sont (particUcmcnt) 
ordonnes de fagon naturelle : Si Y est un facteur de X et si Z est un facteur de Y 
alors Z est un facteur de X et on dit alors que la facteur Y est plus grand ou au 
dessus du facteur Z de X. 

La famille des facteurs de X qui sont equicontinus est projective. Comme une 
limite projective de systemes equicontinus est un systeme equicontinu, cette famille 
a un plus grand clement, Ic facteur equicontinu maxim,al. Ccttc notion est I'analogue 
en topologie dynamique ce celle de facteur de Kronecker en theorie ergodiquc. 

Notation. Nous notons desormais Z ou Zx le facteur equicontinu maximal de {X, T) 
et TV : X ^ Z ou nx ■ X ^ Zx I'application facteur. 

Le facteur equicontinu maximal est determine par la relation de proximalite 
regionale : Cette relation est une relation d'equivalence fermee et invariante et Z 
est le quotient dc X par ccttc relation ([Au]). 

Considerons maintenant la famille des facteurs de X qui sont des nilsystemes 
d'ordre 2. Cette famille est projective (proposition 8), mais n'est pas stable par 
limite projective. 

Definition 3. Lc nilfacteur d'ordre 2 maximal dc X est Ic plus grand facteur de 
X qui est (isomorphc a) unc limite projective dc nilsystemes d'ordre 2. 

Notation. Nous notons dcsormais Z2 ou Zx,2 le nilfacteur d'ordre 2 maximal de 
(X, T) et TT2 ou Trx.2 I'application ciuotient. 

Ainsi, Z2 est caracterise par les deux proprietes : 

i) Z2 est un facteur de X qui est isomorphe a une limite projective de nil- 
systemes d'ordre 2 et 

ii) Tout facteur de X qui est isomorphe a un nilsysteme d'ordre 2 est un facteur 

dc Z2. 

La notion de nilfacteur d'ordre 2 maximal est I'analogue en topologie dynamique 
de Valgebre de Conze-Lesigne construite dans [CLl] et [CL2] puis dans [HKl] oil 
elle est notcc Z2. 

Nous ne savons pas si en general le nilfacteur d'ordre 2 maximal est le quo- 
tient de X par la relation de bi-proximalite regionale, ni meme si cette relation est 

d'equivalence. Cependant ces proprietes sont vraics (thcorcme 3) pour unc classe 
importante de systemes, les systemes distaux dont la definition est rappelee dans 
la section 3.4. 
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1.4. Parallelogrammes et parallelepipedes dynamiques. Soit {X,T) un sys- 
teme minimal. Dans la section 2.2 nous construisons un Hoiis-c;nsemble P de et 
un sous-ensemble Q de X^, appeles respectivement I'ensemble des parallelogrammes 
et I'ensemble des parallelepipedes de X. Ce sous-ensembles verifient une partie 
importante des proprictcs stipulccs dans les definitions de [HK2] d'une structure 
de parallelogrammes et d'une structure de parallelepipedes, mais apparemment pas 
toutes. La principale propriete manquante est la « transitivite » : Les huit points 
obtenus en accolant deux parallelepipedes le long d'une face commune ne semblent 
pas en general former un parallelepipede. 

Cependant nous montrons (section 4) que dans le cas d'un systeme distal, (P, Q) 
est une structure dc parallelepipedes au sens de [HK2]. Cela permet d'utiliser dans 
ce cas tons les resultats de cet article. Pour traiter le cas general il suffit alors de 
remarquer (proposition 3) que si la relation de bi-proximalite regionale est triviale 
alors le systeme est distal. 

1.5. Les demonstrations s'inspirent de la construction de I'algebre de Conze-Lesigne 
dans [HKl]. Cependant les methodes sont tres differentes, aucun des outils de base 
de la construction ergodique (esperance conditionnelle, cocycles, equations fonc- 
tionnelles, seminormes, . . .) n'ayant d'analogue en topologie dynamique. 

Les outils « algebriques » de [HK2] remplacent ici ces notions ergodiques, malgrc 
la difHculte causee par le fait que Q n'est pas une vraie structure de parallelepipedes. 

II est naturel d'essayer d'etendre nos resultats aux ordres superieurs : pour tout 
systeme minimal (X, T) et pour chaque fc > 2 on peut dcfinir une relation de 
regionalement proximale d'ordre k sur X et un nilfacteur d'ordre k maximal de 
X. On peut conjecturer qu'un systeme est une limite projective de nilsystemes 
d'ordre k si et seulement si la relation d'ordre k est I'egalite. Pour attaquer ce 
probleme il faudrait d'abord generaliser les resultats algebriques de [HK2] a I'ordre 
superieur. Une des principales diflicultes techniques est la meme que dans le cadre 
de la theorie ergodique : Les systemes a considerer a un niveau k ne sont pas 
seulement les nilsystemes d'ordre k mais les limites projectives de tels systemes, ce 
qui rend les recurrences beaucoup plus difHciles a mettre en oeuvre. 

Par ailleurs, on peut se demander si la methode de cet article ne pourrait pas de 
produire une demonstration alternative et plus simple des resultats de [HK2]. 

2. Resultats 

Dans ce qui suit, {X,T) est vm systeme. X est muni d'une distance notee d; 
pour X <E X (it e > 0, B{x, e) designe la boule ouverte de centre x et de rayon e. 

2.1. La relation de double proximalite regionale. Rappelons la definition de 
la relation de proximalite regionale, etudiee par Auslander dans [Au] . 

Definition 4. Deux points x,y G X sont regionalement proximaux si pour tout 
e > il existe a;', y' e X et n € Z avec 

d{x',x) < e ; d{y' ,y) < e et d{T"x' ,T"-y') < e . 

On note RP cettc relation et cgalement son graphe, c'est a dire I'ensemble des cou- 
ples {x, y) e X^ tels que x et y soient regionalement proximaux. En cas d'ambigute 
on note RP(X) au lieu de RP. 



On a 
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Theoreme 1 ([Au], chapitrc 9). Supposons que le systeme (X,T) est minimal. 
Alors la relation de proximalite regionale est une relation d' equivalence fermee sur 
X et le quotient de X par cette relation est le facteur equicontinu maximal de X. 

En particulicr, un systcmc minimal est equicontinu si et seulement si la relation 
de proximalite regionale est I'egalite. 
Nous definissons : 

Definition 5. Deux points x,y € X sont doublement regionalement proximaux si 
pour tout e > il existe x' ,y' G X et m,n € Z avec 

d{x',x) < e ; d{y',y) < e ; 
d{T'"x',T'"y') < e ; diT^'x' ,T''y') < e et ^(T^+^a;', T^+V) < £• 

On note RP^ (ou RP^(X)) cette relation et egalement son graphe. 

On remarque immediatement que cette relation est fermee et plus fine que la 
relation de proximalite regionale (c'est a dire que RP^ est inclus dans RP). 

Notre rcsultat principal est : 

Theoreme 2. Supposons que le systeme {X, T) est transitif. Alors {X, T) est une 
limite projective de nilsystemes d'ordre 2 si et seulement si la relation de double 
proximalite regionale est I'egalite. 

La plus grande partie de cet article est consacree a la demonstration de ce 

theoreme, qui s'achcvc dans la section 7. 

II est commode d'introduirc unc variantc dissymctriquc dc la relation RP^. 

Definition 6. Solent x,y £ X. On dit que ces points sont fortement doublement 
regionalement proximaux si pour tout e > il existe x', y' e X et m, n G Z avec 

d{x',x) < e ; d{y' ,y) < e ; 
d{T'^x',y) < € ; d{T'x',y) < e ; d(T™+V,2/) < e 
d{T^y',y) < e ; d{T^y',y) < e et d(T"+"y',y) < e . 

On note RP^ (ou RP^(X)) cette relation et egalement son graphe. 

La relation RP^ est clairement plus fine que la relation RP-^. Cependant, on 
peut remplacer la relation RP^ par la relation RP^ dans le theoreme 2. En effet, 
dans la section 4.3 nous montrons : 

Proposition 1. Soit (X, T) un system,e transitif. Alors la relation RP^ est I'egalite 

si et seulement si la relation RP^ est I'egalite. 

Theoreme 3. Supposons que le system,e {X,T) est distal et transitif (et done 
minimal, voir la proposition 2). Alors la relation de bi-proximalite regionale sur X 
est une relation d' equivalence fermee et le quotient de X par cette relation est le 
nilfacteur d'ordre deux maximal de X. 

De plus, la relation RP^ coincide avec la relation RP^. 

Une partie de ce theoreme est montree dans la section 4.3, le reste etant deduit 
du theoreme 2 dans la section 5.3. 
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2.2. Parallelogrammes et parallelepipedes dynamiques. Les relations de prox- 
imalite simple et double sont liees a certains sous-ensembles de X'^ et de que 
nous introduisons maintenant. 

Definition 7. ensemble des parallelogrammes P de X est I'adherence dans X* 

de I'ensemble 

{(a;,T'"a;,r"a;,T"+"a;) ; x G X, m,n € Z} . 

ensemble des parallelepipedes Q de X est I'adherence dans X^ de I'ensemble 

{(a;,T™a;,T"a;,T™+"a;,TPa;,T™+Pa;,T"+fa;,T'"+"+fa;) ; x e X, m,n,peZ} . 

Si necessaire on note P{X) et Q{X) au lieu de P et Q, respectivement. 

Les relations RP, RP^ et RP^^ sont liees aux ensembles P et Q par le lemme 
facile suivant. 

Lemme 1. Supposons que {X,T) est transitif et soient x,y G X. 

i) {x, y) e RP si et seulement si il existe a £ X avec {x, y, a, a) G P. 

ii) {x, y) e RP^ si et seulement si il existe a,b,c€ X avec {x, y, a, a, b, b, c, c) G 
Q. 

iii) {x,y) G RPg^ si et seulement si {x,y,y,y,y,y,y,y) G Q. 

Remarque. Si le systeme est minimal on montre facilement que lorsque x, y sont 
regionalement proximaux on a {x, y, a, a) € P pour tout a & X. 

Demonstration. Nous montrons seulement la deuxieme affirmation, les preuves des 
deux autrcs ctant similaircs ct plus simples. 

S'il existe a, b, c tels que {x, y, a, a, b, b, c, c) G Q, les definitions entrainent immediatement 
que {x,y) G RP^. 

Reciproquemcnt, soit {x,y) G RP^. Pour tout entier i> 1 soient x^,y[,mi et rii 
comme dans la definition 5 oil on a pris e = 1/i. 

Soit u e X un point d'orbite dense. Pour tout i, par densite de {T'^u ; k G Z} 
et par continuite des applications T'^\T'^* et T'"*+"' il existe deux entiers ki et £i 
avec 

d{T^^u,x) < 2/i ; diT'^'u,y) < 2/i ; d(r'=-+'""«, T^'+^'w) < 2/i ; 

(i(r'='+"'M,r^'+"Mi) < 2/i ct d(r'='+™'+"%,T^'+'"'+"-w) < 2/i . 

En passant a des sous-suites nous pouvons supposer qu'il existe a,b,c € X tels que, 
quand i +oo, 

j'K+mi^ _^ rpki+m^ ^ 6 et t'='+'"'+"'u ^ c 
d'ou T^'+^'u a, T^'+'^'u ^ 6 et T^i+™«+"*u ^ c . 
Pour tout i, en posant Pi= (■% — ki nous remarquons que 

et, comme Q est ferme dans X^, nous avons (a;, y, a, o, 6, b, c, c) G Q. □ 

2.3. Deux examples. Des exemples plus significatifs (systemes distaux, nilsystemes 
d'ordre 2) seront etudies dans les sections suivantes. 
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2.3.1. Rotations minimales. Soit (X,T) une rotation minimale. On rappelle que X 
est un groupe abelien compact ct que T est la multiplication par une constante. On 
verifie directement sur les definitions que P et Q concident avee les ensembles de 
parallelogrames et parallelepipedes definis dans les sections 2.3 et 3.5 de [HK2] : 

P = { (x, sx, tx, six) ; cc, s, f S X} ; 

Q = {^{x,sx,tx,stx,ux,sux,stx,stux) ; x,s,t,u£X^ . 

2.3.2. Systemes faiblement melangeants. On rappelle qu'un systeme minimal {X, T) 
est faiblement melangeant si son carre cartcsicn est transitif ct il s'cnsuit que toutc 
puissance cartesienne de {X,T) est transitive. On en deduit que, pour tout k>l, 
tout ouvert non vide de X'^ invariant par T x • • • x T est dense dans X'^. 

Montrons que P = X'^. II suffit de montrcr que qulclquc soient les ouvcrts non 
vides Uo, . . . ,11^ de X \\ existe un parallelogramme dans t/o x • • • x C/3. Comme X est 
faiblement melangeant il existe un entier n tel que (TxT)"(t/o x Ui)C\{U2 x U^) ^ 0. 
II existe done .t G t/o ct y G C/i avcc T^x G U2 ct T"y G t/3. Par contimiitc dc 
T" et minimalite, il existe un entier m avec T^x G Ui et T'"+"x G C/3. Ainsi, 
(x, T™x, T"x, T^+^x) appartient a P n(C/o x • • • x C/3) qui est done non vide. Notre 
affirmation est dcmontrce. 

Montrons maintenant que Q = X^. Soient C/q, . . . , C/7 huit ouverts non vides de 
X. II existe un entier p tel que T^Ui fl C/j+4 ^ pour < i < 3. D'apres ce qui 
precede il existe x e X ci m,n el avec x G C/"o nT-PC/4, . . ., r'"+"x G C/^3 nT-PC/y. 
On obtient ainsi un parallelepipede dans C/q x • • • x C/7, et notre affirmation est 
demontree. 

D'apres le lemme 1, les relations RP,RP^ et RP^ sont toutes triviales (leur 

graplic est X x X). 

2.4. Quelques questions ouvertes. Nous ne savons pas si dans le cas general 
la relation de double proximalite regionale est une relation d' equivalence, ni si 

le quotient de X par cettc relation est Ic nilfacteur d'ordrc deux maximal. Ccs 
questions seraient plus faciles a resoudre si on pouvait montrer que cette relation 
passe bien aux facteurs (voir la remarque apres le lemme 4). 

Nous ne savons pas non plus si rcnscmble P est lie dc facon simple au fac- 
teur equicontinu maximal (voir la remarque apre le lemme 3). On remarque facile- 
ment que P et Q verifient une grande partie des proprietes de structures de par- 
allclogrammes et parallelepipedes dcfinics dans [IIK2], au moins dans le cas o\i le 
systeme est minimal. Cependant, nous ne savons pas si dans le cas general P et 
Q verifient les proprietes de « transitivite », ni non plus si Q verifie en general la 
proprictc dc « fermcture des parallelepipedes » introduites dans [HK2] . 

Cependant toutes ces proprietes sont satisfaites dans le cas des systemes dis- 
taux(voir la definition dans la section 3.4), ce qui permet d'appliquer dans ce cas 
les resultats de [HK2]. 

3. Preliminaires 

3.1. Quelques proprietes de P et de Q. Le lemme suivant est une application 
immediate des definitions. Les termes « permutation euclidienne » et « face » sont 
definis dans [HK2]. 

Lemme 2. 

i) P est invariant sous les permutations euclidiennes du carre. 
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ii) Q est invariant sous les permutations euclidiennes du cube. 

iii) Pour tout x G P, (x, x) G Q. 

iv) 5« X £ Q; toute face de x appartient a P. 

Si de plus (X, T) est minimal nous avons : 

i) Pour tout a,b & X , (a, b, a, b) G P. 

ii) Soient xq, xi, X2 (z X . II existe x^ X avec [xq, xi, X2, X3) G P. 

Lemme 3. Supposons que le systeme {X,T) est minimal. On rappelle que tt: X ^ 
Z est la projection sur le facteur equicontinu maximal. Pour tout's^ = (a;o, 0:2, 2:3) G 
P on a 'k{xo)'k{xi)~^-k{x2)~^'k{x2,) = 1. 

Remarque. Nous ne savons pas si la rociproque de ce lemme est vraie en general. 

Demonstration. En effet, cette propriete est vraie lorsque x = (x, T^x, T"a;, T^+^a;) 
pour un certain a; G X et certains m,n G Z. EUe est done vraie pour tout par- 
allelogramme par densite. □ 

Lemme 4. Soient {Y,S) un facteur de {X,T) et (j): X — > F I'application facteur. 
Alors : 

i) P{Y) est I'image de P{X) par I'application (j)^"^^ := (p x (j) x (p x (j): X'^ —>■ Y"^ ; 

ii) Q{Y) est I'image de Q{X) par I'application := <p x ■ ■ ■ x (p: X^ ^ Y^ ; 

iii) Six,y G X sont regionalement proximaux alors 4>{x) et 4>{y) sont regionalement 

proximaux ; 

iv) six,y € X sont bi-regionalement proximaux ( resp. fortement bi-regionalement 
proximaux) alors (f){x) et(l){y) sont bi-regionalement proximaux (resp. forte- 
ment bi-regionalement proximaux). 

Remarque. En fait, on pout montrcr que RP(y) est I'image dc RP(X) par I'appli- 
cation (j)X <j). Nous ne savons pas si la propriete analogue est vraie pour la relation 
de bi-proximalite regionale. 

Demonstration. Les deux premieres affirmations sont immediates d'apres les definitions. 
Les deux suivantes s'en deduisent immediatement grace au lemme 1. □ 

3.2. Complements sur la relation de proximalite regionale. Le resultat suiv- 
ant apparait dans [Au] comme un coroUaire de la demonstration du theoreme 1. 

Corollaire ([Au], Chapitre 9, coroUaire 10). Supposons que le systeme {X,T) est 
minimal. Soit {x,y) G RP. Pour tout e> Q il existe x' € X et n € Z avec 

d{x',x) < e, d{T''x',x) < e et d{T''y,x) < e . 

On en deduit facilement : 

Corollaire 1. Supposons que le systeme (X,T) est minimal. Soient {x,y) G RP. 
Pour tout e > et toute famille finie [zi, . . . , Zk) de points de X il existe z'l, . . . ,z'i^ G 
X et n avec 

diT^-y, x) <e et, pour tout i € {l,...,k}, d{z-, Zi) < e et d{T"-z-, Zi) < e 

Demonstration. Par minimalite, il existe pour tout i un entier ki avec x G T^^B{zi, e). 
Choisissons 6 avec < (5 < e et B{x,5) C T''^B{zi,e) pour tout i. D'apres le corol- 
laire precedent, il existe x' G B{x, (5) et n G Z avec d{T^y, x) < e et d{T^x', x) < 5. 
L'entier n et les points zl = T~'^'x' verifient la condition de I'enonce. □ 
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3.3. Couples proximaux, systemes distaux. Nous rappelons la definition et 
les premieres proprietes des systemes distaux. 

Definition 8. Soit {X,T) un systeme. On dit que le couple {x,y) G X x X est 
distal si 

inf d(T".x, r"y) > 
nez 

et dans le cas contraire on dit que {x, y) est proximal. 

On dit que le systeme {X, T) est distal si tout couple {x,y) & X x X avec x ^ y 
est distal. 

Proposition 2 ([Au], chapitres 5 et 7). 

i) Le produit cartesien d'une famille finie de systemes distaux est un systeme 
distal. 

ii) {X,T) est un systeme distal et si Y est un sous-ensemble ferme de X in- 
variant par T, alors {Y, T) est distal. 

iii) Si un systeme est distal et transitif alors il est minimal. 

iv) Tout facteur d'un systeme distal est distal. 

v) Soient (X, T) un systeme distal et p: X ^ Y un facteur. Supposons que Y 
est minimal. Alors p est une application ouverte. 

La propriete v) est demontree dans [Au] (chapitre 7, theoreme 3) sous Phypothese 
supplementaire que X est minimal, mais il est tres facile d'en deduire le cas general. 

Demonstration. Soient x G X etV nn voisinage de x dans X. Nous devons montrer 
que p{V) est un voisinage de p{x) dans Y. 

Soit X' I'orbite fermee de x dans X. Muni de la restriction de T, X' est un 
systeme distal et transitif, done minimal d'apres iii). La restriction de p k X' est un 
facteur. Ainsi, p{Vr\X') est un voisinage de p{x) dans Y, done egalement p{V). □ 

Proposition 3. Soit {X,T) un systeme transitif tel que la relation RP^ soit 
I'egalite. Alors ce systeme est distal et minimal. 

La conclusion reste clairement valable si on suppose que I'une des relations RP ou 
RP^ est I'egalite, puisque ces deux relations sont moins fines que la relation RP^^. 
Pour montrer Ic theoreme 2 on peut done sans perdre en generalite se restreindre 
au cas des systemes distaux minimaux. 

Nous commengons par un lemme. 

Lemme 5. Soient {X,T) un systeme et {x,y) un couple proximal. Supposons que 
I'orbite fermee de y est minimale sous la transformation T. Alors {x,y) G RP^^. 

Remarque. Un point dont I'orbite fermee est minimale est appele « almost peri- 
odic » dans [Au] , mais nous preferons eviter ce terme a cause du risque de confusion 
avec la notion dc « suite presque periodiquc » considcrcc dans la section 8. 

Demonstration du lemme 5. Par hypothese il existe une suite d'entiers (fcj) telle 
que d{T'''x,T'^^y) 0. Quitte a remplacer cette suite par une sous-suite on peut 
supposer que les suites (T'^^x) ct (T'^^y) convergent toutcs deux vers le memo point 
z G X. Comme z appartient a I'orbite fermee de y et que cette or bite est minimale, 
y appartient a I'orbite fermee de z 
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Soit e > 0. II existe un entier d avec d{T^z,y) < e/3. Par continuite do T''', en 
posant m = ki+ £ pour i assez grand, on a 

d{T"^x,y) < e/2 et d{T"'y,y) < e/2 . 

Choisissons S avec < 5 < e tel que d{T™w,T™'y) < e/2 pour tout w e B{y,6). 
En procedant comme precedemment on obtient un entier n tel que 

rf(T"a;,y)<^etrf(T"y,y)<^ 
d'ou rf(T™+"a;, T™y) < e/2 et diT'^+^y, T'^y) < e/2 
et enfin rf(T™+"a;, y) < e et d{T"'+''y, y) < e 

ce qui acheve la demonstration. □ 

Demonstration de la proposition 3. Comme {X, T) est transitif, il existe un point 
X G X dont I'orbite est dense. D'apres le theoreme 10 du chapitre 6 de [Au] il existe 
un point y G X dont I'orbite fermee soit minimale et tel que (x, y) soit un couple 
proximal. D'apres le lemine 5, {x,y) E RPg^ done x = y par hypothese. L'orbite 
fermee de y est done cgale k X ct {X, T) est minimal. 

Soit maintenant (w, z) un couple proximal. Comme X est minimal, I'orbite 
fermee de z est cgale a X et est minimale sous T. Le lemme 5 entraine que 
{w, z) G RPg^ et on a done w = z par hypothese. Le systeme (X, T) est done 
distal. □ 



3.4. Systemes distaux avec plusieurs transformations. Nous aurons besoin 
de nous placer dans un cadre plus general que celui considere jusqu'ici. 

Solent X un espace compact muni d'une distance ci, fc > 1 un entier et Ti , . . . , Tfe 
des homeomorphismes de X qui commutent entre eux. Ces transformations in- 
duisent une action de Z*' sur X par homeomorphismes : 

pour n = (ni, . . . , nfc) e Z'' on note = ^ . . . T^"" . 

Le compact X muni des transformations Ti, . . . ,Th sera appele un Z'^ -systeme, ou 
simplement un systeme. 

Le systeme {X.Ti, . . . ,Tfe) est dit transitif s'il existe au moins un point x G X 
dont I'orbite {T" ; n G Z*^} est dense dans X, et il est dit minimal si I'orbite de 
tout point est dense. 

Un facteur de {X, Ti, . . . , Tk) est un la donnee d'un systeme (Y, Si, ... , Sk) et 
d'une application p: X ^ Y, continue et surjective, telle que p o Ti = Si o p pour 
1 < i < A;. 

Les definitions de la section 3.3 s'etendent sans modification autre que de nota- 
tions : 

Soit {x, y) & X X X. On dit que le couple {x, y) est distal si 

inf d{T'^x,T'^y) > 

n6Z'= 

et dans le cas contraire on dit que {x,y) est proximal. On dit que le systeme 
{X, Ti, . . . , Tk) est distal si tout couple {x,y) € X x X avec x ^ y est distal. 

Proposition 4 ([Au], chapitres 5 et 7). Les resultats de la proposition 2 sont 
valables pour les Z'^ -systemes. 
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3.5. Premieres proprietes de P et Q dans un systeme minimal distal. 

Notations. Soit {X,T) un systeme. On note r[2]^x'PI et T^^ les transformations de 
X* donnees par : 

pour X = (a;o,a;i,a;2,a;3), 

T^'^^yL= {Txo,Txi,Tx2,Tx3) ; 

t1^^k = {xo,xi,Tx2,Tx3) ; 

T^^^yi={xo,Txi,X2,Tx3) • 

On note TPl,rfl,T]^l et les transformations de Xl^l donnees par : 
pour X = {xo,xi, . . .,X7), 

T^^^x={Txo,Txi,Tx2,Tx3,Tx4,Tx5,Txe,Tx7) ; 

t|^'x= {xo,xi,X2,X3,Tx4,Tx5,Txe,Tx7) ; 

T2^'x= {xo,xi,Tx2,Tx3,X4,,X5,Txe,Tx7) ; 

23^'x= {xq,Txi,X2,Tx3,X4„Tx5,X6,Tx7) . 

Par construction, P est invariant par les transformations T^l , T^^ et T^^ , et Q 
est invariant par les transformations T^^\T^\t^^ et Tg^'. 

Lemme 6. Soit {X,T) un systeme distal minimal. Alors {P,T^'^\T^\t^^) et 
{Q,T^^^,tI^\t^\t^^) sont des systemes distaux et minimaux. 

Demonstration. Nous montrons sculcmcnt la dcuxicmc affirmation. 

Comme (X, T) est distal, il est immediat que muni des transformations 
y[3] y|3] j,^3] y,j3] distal. Comme Q est un ferme de X^ invariant par ces 
transformations, (Q, T'^I , T^' , T^f^ , t}^'^ ) est distal. Pour montrer que ce systeme est 
minimal il suffit done dc montrer qu'il est transitif. 

Soit z ^ X et posons z = (z, z, . . . , z) e X^. Par definition, z e Q. Nous montrons 
que I'orbite de z est dense dans Q. 

Soit X = (.To, . . . .xj) S Q et e > 0. Par construction, il existc x ^ X et des 
entiers rn,n, p tcls que chaque sommet de x soit a une distance < e/2 du sommet 
correspondant de (x, T™a;, T"x, . . . , T'"+"'+*'a;). Par minimalite et continuite des 
applications T"^,T" et T"*+", il existe un entier k tel que T''z soit suffisamment 
voisin de x pour que 

d{T^z,x^) < e, d(T'=+'"z,a;i) < e, d(r'=+"z, ^2) < e, d(r'=+'"+"+Pz, X7) < e . 

fSl'" ffcl" [31" 

Ainsi, chaque sommet de T^'^' T| ' T2 Tg z est a une distance < e du sommet 
correspondant de x □ 

4. Le CAS DES SYSTEMES DISTAUX 

Nous continuons ici I'etude des parallelogrammes et parallelepipedes dans les 
systemes distaux, le resultat principal etant le theoreme 5 qui permet d'utiliser 
dans la suite la macliincrie developpee dans [HK2] . 

Dans toute cette section, {X, T) est un systeme minimal distal. On rappelle que 
tt: X — > Z est le facteur equicontinu maximal de X. 
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4.1. Parallelogrammes dans un systeme distal. 

Theoreme 4. Soit x — (xq, xi, a;2, x^) G X*. 

i) Pour que x appartienne d P il faut et il suffit que 

7r(a;o)7r(xi)"V(x2)"V(a:3) = 1 . 

ii) Pour que x appartienne a P ilfaut et il suffit qu'il existe deux suites d'entiers 
{mi) et (ui) avec 

r'"-xo ^ xi, T"-xo ^ X2 T"''+'''xq xs ■ 

Ainsi, P est la « structure de parallelogrammes » sur X associee a la projection 
tt: X -^Z ([HK2]). 

Nous commengons par un lemme. 

Lemme 7. Soient xq G X et K I'orhite fermee dans de {xq, xq, xq, xq) pour les 
transformations r|^' et . 

Si (xo,x'i,X2,X3) G K et si {x[,xi) € RP alors (xo,xi,X2,X3) € K. 

Demonstration du lemme 7. Soit e > 0. Notons 

y = {(^2,2/3) e X2 ; (Xcx'i, 2/2,^3) € if} . 

Alors K est un ferme de X xX contenant (x2, X3). Comme K est invariant par T2^\ 
Y est invariant par T xT. Munissons Y de cctte transformation. Alors I'application 
(2/2,2/3) 2/3 est un facteur de (F, T x T) dans (X, T). D'apres la proposition 4, 
cette application est ouverte. II existe done 5 > tel que 

pour tout 1/3 e B{x3,S) il existe y2 G -B(.X2, e) avec (xq, x'^, 2/2, 2/3) ^ • 

Comme x'^^ et xi sont regionalement proxiinaux, d'apres le coroUaire 1 il existe 
ys G X et n gZ avec 

d{y3,X3) < 5, (i(T"y3,X3) < e et rf(T"x'i,xi) < e . 

D'apres le choix de S, il existe 2/2 S X avec d{y2,X2) < e et (xq, x'^, 2/2, 2/3) € 
Comme ii' est invariant par t[^\ (xq, T"x'i, 2/2, ^'"2/3) € -f^- 

En faisant tendre e vers on obtient que (xq, xi, X2, X3) G K. □ 

Demonstration d,u theoreme J^. La proprictc ii) signific que x apparticnt a I'cnscm- 
ble K introduit dans le lemme 7. Cette propriete entraine immediatement que x 
appartient a P, ce qui d'apres le lemme 3 entraine la propriete i). 
Supposons que x vcrific la proprictc dc i). 

Choisissons deux suites d'entiers (rzi) et (ki) telles que T"'xo xi et T'^'xq X3 
et posons ruj = ki—Ui. En remplagant les suites par des sous-suites on pent supposer 
que la suite (T™'.xo) converge dans X vers un point x[. 

Alors par construction (xq, x'j^, X2, X3) appartient a I'ensemble K defini dans 
le lemme 7. En particulier, (xq, x^, X2, X3) appartient a P et done 'k{xo)'!t{x[)~^ 
'^{x2)~^T^{x3) = 1. L'hypotliese entraine alors que 7t{x'i) = 7r(.Ti) ct done que 
(x'j^,xi) G RP. D'apres le lemme 7, (xq, xi, X2, X3) appartient a K. La propriete ii) 
est satisfaite. □ 
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4.2. Parallelepipedes dans un systeme distal. Dans cette section nous sup- 
posons encore que {X, T) est un systeme minimal distal et nous montrons : 

Theoreme 5. (P,Q) est une structure de parallelepipedes sur X au sens de [HK2]. 

Nous idcntifions X^ et X^xX^ : pour x = {xQ,Xi,X2,Xi) et y = (2/0,2/152/2,2/3) G 
X^, (x, y) = [xq, . . . ,Xs,yo, . . . , 2/3) € X^. Commengons par montrer : 

Proposition 5. Q verifie la « propriete de transitivite » : 

Soient u, v et w G P. Si (u, v) et (v, w) appartiennent a, Q alors (u, w) appar- 
tient a Q. 

Demonstration de la proposition 5. Soit z € X. Notons z = {z, z, z, z) G X"^ et z = 
(z,z) = {z,z,...,z)eX^.Onaze Q. D'aprcs Ic Icmmc 6, {Q,T^^\t[^\tP ,tP) 
est minimal et done Q est I'orbite fermee de z pour ces quatre transformations. 
II existe done quatre suites d'entiers (mi), (rij), (pi) et {qi) telles que 
^[3]-. j.[3]- ^.[3]^'. j.(3].. (u, V) - z dans X' . 

Ainsi, 

J™ tP1"^tP1''^u - z et T^^r- ^i^r^ t^2]P^+'1\ z dans X^ . 
Quitte a remplacer les suites par des sous-suites, on peut supposer que la suite 

converge dans vers un point j € P. 
Pour tout i, 

qui appartient a Q, done a la limite (z, j) G Q. Par ailleurs, pour tout i, 

^[3]™.^[3]-y[3]P*y[3]«. ^ ^y[2]™.y[2]-yp]«. u^tPI-^tPI-tPI^^+'V) 

qui converge vers (z,j) dans X^. Ainsi, (z,j) appartient a I'orbite fermee de (u, w) 
sous les transformations t[^\tI^\t^^^ ct T^^l 

Comme cette orbite est minimale, (u, v^r) appartient a I'orbite fermee de (z,j) 
sous ces transformations. Comme (z,j) appartient a Q, (u, w) appartient a Q. □ 

Le theoreme 5 se deduit maintenant immediatement de la proposition suivante. 

Proposition 6. Pour {xo, ■ ■ ■ ,xq) G X'^ les proprietes suivantes sont equivalentes. 

i) (xo,a;i,a;2,a;3), {xo,xi,X4,X5) et {xo,X2,X4,xe) appartiennent d P ; 

ii) il existe x^ G X avec {xq, . . . ,xe, xi) G Q ; 

iii) II existe trois suites d'entiers (mi), (ui) et (pi) avec T^'xq —>■ xi, T^^Xq — > 

X2, r"'' + '''Xo ^ Xg, TP\To ^ X4, T"^'+P' Xq X5 ct T"'+P^ Xq ^ Xq- 

Pour montrer cette proposition nous aurons bcsoin dc deux lemmes. 
Lemme 8. Soient xq G X et L I'adherence dans X'^ de Vensemble 

{(r™xo,r"xo,T™+"xo,TPa;o,TP+"xo) ; m,n,pGl] . 
Soit (cci, . . . , x^) £ K et X2,x'4 £ X tels que {x2, x'2) G RP et (x4, x'^) £ RP. Alors 

{xi,x'2,Xs,X4,X5) G L. 
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Demonstration du lemme 8. Montrons que {xi,x'2,X3,,Xi,x^,) £ L. Soit e > 0. 
Posons 

F = {{yi,y3,y5) g ; (2/1,2:2,^3,2:4,2/5) e l} . 

Alors est invariant par la transformation T xT xT et {F,T x T x T) est distal. 
L'application (2/1,2/3,2/5) 2/3 t;st un facteur de ce systeme sur {X, T). Cette appli- 
cation est done ouverte et il existe 5 > tel que, pour tout 1/3 G X, si d{xi, 2/3) < 5, 
il existe yi,y5 & X avee 

(1) ^(2:1,2/1) < e, ^(•^^5,2/5) < e et (yi,.T2,2/3,2;4,2/5) e i . 
Comme X3 et 0:3 sont regionalcment proximaux, il existe ys E X ct n G Z avee 

d{x3,ys) < (5, d{T'y3,X3) < e et d{T"-X2,x'2) < e . 

Soient 2/1,2/5 verifiant (1). Alors (2/1, 1'"a;2, T"j/3, 0:4, 2/5) G L. 

En passant a la limite quand e — > on obtient que {xi,x'2,X3,X4, x^) G L. 

Par la meme demonstration on obtient que {xi,x'2, X3, x'^, X5) appartient kL. □ 

Lemme 9. Soient xq G X et K Vadherence dans X^ de I'ensemble 

{(T'"aro,T"a;o,r'"+"aro,Tfaro,Tf+™a;o,Tf+"a;o) ; m,n,pGZ} . 

Soit {xi, . . . , xe) G K et Xg G X tel que xq et x'q soient regionalement proximaux. 

Alors (xi, . . . , x^,x'q) e K . 

Demonstration du lemme 9. Fixons e > 0. 
Munissons X^ des trois transformations 

Si = Id xT X Id, ^2 = Id X Id xT et 53 = T X T X T . 

Alors (X^, 5i, ^2, S3) est distal et la minimalite de {X, T) entraine que ce systeme 
est minimal. 

D 'autre part, K est invariant par les trois transformations : 

Ti : (2/1,2/2, 2/3,2/4, 2/5,2/6) ^ (^2/1, 2/2, Ty^, j/4, Tys, j/g) ; 
T2: (2/1,2/2,2/3,2/4,2/5,2/6) {yi,Ty2,Ty3,y4,y5,TyG) ; 
Ts - (2/1,2/2,2/3,2/4,2/5,2/6) 1-^ {yi,y2,y3,Ty4,Ty5,Tye) . 

Le systeme {K,Ti,T2,Ti) est distal et transitif done il est minimal. 

L'application p: (2/1,2/2,2/3,2/4,2/5,2/6) ^ iy4,y5;y6) de K dans X'' est continue 
et commute avee les transformations, elle est done surjective par minimalite de X^, 
et p est ainsi une application facteur de {K,Ti,T2,T3) sur {X^,Si,S2,Ss)- Cette 
application est done ouverte. II existe done 6 tel que pour tous 2/4,2/5 G X avee 

d{x4,y4) <6 et (2:5,2/5) < S 

il existe 2/1,2/2,2/3 G X avee 

(2) d{xi,yi)<e, d(a:2, 2/2) < e, ^(2:3, 2/3) < e et (2/1, 2/2, 2/3, 2/4, 2/5, 2:6) e -ft' • 

Comme x'q et .xe sont regionalement proximaux, d'apres le coroUaire 1 il existe 

y4,y^ G X n Git avee 

d{x4,yi) < 5, d{T'^yi,Xi) < e, d(x5,2/5) < 5, d{T''y5,X5) < e et d{T"'X6,x'Q) < e . 

Soient 2/1,2/2,2/3 comme dans (2). Alors (2/1, 2/2, 2/3, ^"2/4, ^"2/5, ^"xe) G Js'. 

Par passage a la limite, {xi, . . . ,X5,x'q) G K. □ 
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Demonstration de la proposition 6. Supposons que la proprictc i) est vcrifice. 

Soient {mi), (ki) et {£i) trois suites d'entiers telles que T"^^xo — > xi, T'^'xq X3 
et T^' — > X5. Posons Ui = k^ — mi et Pi = ii—mi. En remplagant les suites donnees 
par des sous-suites on peut supposer que les suites (T^-'^xq) et (Tp^xq) convergent 
dans X ; soient x'2 et X4 leurs limites respectives. 

Par construction, Xj, 0:3, 0:4, X5) appartient a Tensemble L defini dans le 
lemme 8. En particulier, {xo,xi,X2,X3) € P, et comme {xo,xi,X2,X3) appartient 
aussi a P, X2 et X2 sont regionalement proximaux. Dc meme, x'^ et X4 sont regionalement 
proximaux. D'apres le lemme 8, {xi,X2,X3,X4,X5) G L. 

Soit K I'ensemble introduit dans le lemme 9. Alors L est clairement I'image 
de K par la projection (2/1,2/2,2/3,^4, 2/5,2/6) ^ (2/1,2/2,2/3,2/4,2/5)- H existe done 
x'q € X avec {xi,X2,X3,x4,x^,x'q) e K. Comme {xQ,2,Xi,XQ) et (a;o,2 , 2:4, Xg) 
appartiennent a P, x^ et x'q sont regionalement proximaux. D'apres le lemme 9, 
{xi,X2,X3,Xi,x^,XQ) appartient a K. Par definition de K, la propriete iii) est 
verifiee. 

Supposons la propriete iii) verifiee et soient trois suites d'entiers (m^), (n^) et {pi) 
comme dans cctte propriete. En remplagant ces suites par des sous-suites on peut 
supposer que la suite (T'"'+"''+"'a;o) converge vers un point xt. On a {xq, . . . , x^) G 
Q, et la propriete ii) est verifiee. 

II est evident que la propriete ii) entraine la propriete i). □ 

4.3. Demonstration de la proposition 1 et d'une partie du theoreme 3. 

Soit {X,T) un systcmc distal minimal. D'apres le theoreme 5, P et Q forment une 
structure de parallelepipedes sur X. D'apres le lemme 1, les deux relations RP^ 
et RP^ concident avec la relation = introduite dans la section 3.3 de [HK2]. En 

particulier, RP^ est une relation d' equivalence, et cette relation est clairement 
fermcc. Dans la section 5.3 on montrera que le quotient de X par cette relation est 
le nilfacteur d'ordre 2 maximal, ce qui achevera la demonstration du theoreme 3. 

Nous montrons maintenant la proposition 1. Si la relation RP^ est I'egalite, la 
relation RPg^ qui est plus fine est cgalemcnt Tcgalitc. Soit maintenant (X, T) un 
systeme transitif et que la relation RP^^ soit I'egalite. D'apres la proposition 3, ce 
systeme est distal et minimal et d'apres ce qui precede les relations RP^ et RP^ 
concident. □ 

5. Le CAS DES NILSYSTEMES 

5.1. Rappels. Soient fc > 1 un entier et G un groupe de Lie nilpotent d'ordre 
k. Soient V, X = G/T, t € G ct T c;ominc! dans la definition 1. Nous rappelons 
quelques proprietes classiques utiles dans la suite, dont la demonstration se trouve 
dans [AGH], [Pa] et [Le]. 

Proposition 7. La famille des nilsystemes d'ordre k est stable par passage aux 
facteurs et par produit cartesien. 

Theoreme 6. Soit {X,T) un nilsysteme d'ordre k. 

- {X, T) est distal. En particulier, si {X, T) est transitif alors il est minimal. 

- Soit Y I'orbite fermee d'un point de X. Alors {Y,T) est (isomorphe d) un 
nilsysteme d'ordre k. 

Une premiere reduction est utile avant d'enoncer la propriete suivante. 
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Soient G, F ct t conime plus haut et supposons que le nilsysteme {X, T) est 
minimal. Solent Go la composante connexe de I'element unite de G et Gi le sous- 
groupe de G engendre par Go et t. Alors Gi est un sous-groupe ouvert de G et sa 
projection sur X = G/T est un ouvert de X, invariant par T done egal a X par 
minimalite. Posons Fi = F n Gi. Alors Fi est un sous-groupe discret et cocompact 
de Gi et X s'identifie a Gi/Fi. En remplagant G par Gi et F par Fi nous pouvons 
ainsi nous restreindre sans perdre en generalite, au cas ou G et t verifie la propriete : 

(HI) G est engendre par la composante connexe de son element unite et t. 

Notons G2 le groupe des commutateurs de G. On rappelle que G2 et G2r sont 
dcs sous-groupes fermes de G. L'hypothese (HI) entraine immediatement que G2 

est connexe. 

Theoreme 7 (voir [Le]). Supposons que le nilsysteme {X,T) est minimal et que 
l'hypothese (HI) est verifiee. Alors le facteur equicontinu maximal de ce systeme 
est le quotient Z = G/G2F de X = G /T par V action de G2. 

Une deuxicme reduction sera utile dans la suite. Notons Z(G) le centre de G. 
Alors Z{G) n F est un sous-groupe distingue et ferme de G. En remplagant G et F 
par leurs quotients par ce sous-groupe on se ramene sans perdre en generalite au 
cas oia G et F verifient la propriete : 

(H2) L' inter section de F et du centre de G est triviale. 

Notons que la propriete (HI) reste verifiee apres cette deuxieme reduction. 

La propriete (H2) signifie simplement que Faction par translation de G sur X est 
libre, c'est a dire que G peut etre considere comme un groupe de transformations 
de X. EUe entraine immediatement que F nilpotent d'ordre k — 1. En particulier, 
si A; = 2 alors F est abelien. 

Des rappcls precedents on deduit facilement : 

Proposition 8. Soient {X,T) un systeme minimal et k > 1 un entier. Alors 
la famille des facteurs de X qui sont isomorphes d des nilsystemes d'ordre k est 
projective. 

Demonstration. Soient pi: X ^ Xi ct P2. X X2 deux facteurs de X et sup- 
posons que Xi et X2 sont des nilsystemes d'ordre k. 

Soit Y c XiX X2 I'image de I'application pi xp2 : X ^ X-iX X2. Alors Y est un 
ferme de Xi XX2, invariant par Ti x T2. D'apres les rappels precedents, {Y, Ti x T2) 
est un nilsysteme d'ordre k. 

De plus, (y, Ti X T2) est un facteur de (X, T) par I'application facteur pi x p2 et 
Xi,X2 ct les applications pi, p2 sont les composees de pi x p2 par les projections 
naturelles qui sont des applications facteur. Ainsi, Y est un facteur de X « au 
dessus » de Xi et X2, et il est immediat que c'est le plus petit possible. □ 

5.2. La relation RP^ dans les nilsystemes d'ordre deux. Nous nous re- 

strcignons dcsormais aux nilsystemes d'ordre deux. On rappelle que le groupe G est 
nilpotent d'ordre 2 si et seulement si son groupe des commutateurs G2 est inclus 
dans son centre Z{G). Les hypotheses (HI) et (H2) entrainent que le groupe de Lie 
abelien G2 est compact et connexe, c'est done un tore de dimension finie. 

Proposition 9. Soit {X,T) un nilsysteme minimal d'ordre deux. Alors la relation 
de bi-proximalite regionale sur X est I'identite. De plus, (P,Q) est une structure 
de parallelepipedes forte sur X. 
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Demonstration. Soit {X, T) un nilsysteme minimal d'ordre deux. Soient G, F, t ct 
T comme dans la definition 1 et supposons que les proprietes (HI) et (H2) sont 
verifiees. 

Soit {Px,Qx) la structure forte de parallelepipedes sur X construite dans la 
section 3.7 dc [HK2] cn prcnant F = G2- Pour montrer la proposition, il suffit de 
verifier que Px et Qx sont egaux aux ensembles P et Q de la definition 7. 

Nous utilisons librement les notations et resultats de [HK2] . On rappelle que Px 
est I'image de GP-ilpPl dans X^ = GPI/FPI. et que 

Px = {(a;o,a;i,a;2,a;3) G X^ ; -k' {xo)tt' {x-^y^ tt' {x2)~^ it' {x^) = 1} 

oil tt' est la surjection naturelle de X = G/T sur le groupe G/G2T. D'apres le 
thcorcmc 6, G/G2T est le facteur equicontinu maximal de X et tt' concide avec 
I'application facteur tt. D'apres le theoreme 4, Px = P- 

D'autre part, on rappelle que pl^'^l = r'^] n GI^'^I et que Qx est par definition 
I'image de G^^'^l/r'^'^' dans X^ = G^^l/r'^' P^r I'inclusion naturelle. On vcrifie 
facilement que rl-^'^l est cocompact dans G^^'-^^ et on en deduit que Qx est ferme 
dans X^. 

Pour tout X G X ct tous m,n,p G Z, (x, T'"a;, T".x, . . . , T'"+"+Px) appar- 
tient a Qx par definition, done Q C Qx- Montrons I'inclusion opposee. Soit x = 
(a;o,...,a;6,a;7) G Qx- Alors {xo,xi,X2,X3), {xo,xi,Xi,X5) et {xo,X2,X4:,xe) ap- 
partiennent a Px done a P. D'apres la proposition 6, il existe G X tel que 
x' = {xo, . . . ,xq, Xy) appartienne a Q. On a done x' G Qx> et comme (Px, Qx) est 
une structure forte de parallelepipedes et que x G Qx, x'^ = xr et done x G Q. □ 

Remarque. II est aussi possible de montrer la proposition 9 sans sans utiliser les 
resultats dc la section 4 (theoreme 4 et proposition 6) mais en decrivant explicite- 
ment P et Q. 

Pour d'autres presentations de Px et Qx on pourra consulter la section 11 
de [HKl] ou I'appendice E de [GTl]. 

Corollaire 2. Supposons que {X,T) est une limite projective de nilsystemes min- 
imaux d'ordre deux. Alors la relation de hi-proximalite regionale de X est I'egalite. 

Demonstration. Soit (Xj) une famille projective de nilsystemes d'ordre 2 dont la 
limite projective est X. Soient x,y G X deux points bi-regionalement proximaux; 

D'apres le Icmmc 4, pour tout i les images dc x ct y dans Xi sont bi-regionalement 
proximales et done egales d'apres la proposition 9. On a done x = y. □ 

5.3. Demonstration du theoreme 3 a partir du theoreme 2. Soit (X.T) 
un systeme distal minimal. Nous avons vu que (P, Q) est une structure de par- 
allelepipedes sur X. D'apres la section 3.3 de [HK2] , la relation de bi-proximalite 
regionale dc X est done une relation d' equivalence sur X. Soient Y le quotient de 
X par cette relation et 0: X — > F I'application quotient. 

Comme la relation de bi-proximalite regionale est fermee, Y peut etre muni 
d'une structure d'espace compact telle que (/) soit continue et comme cette relation 
est invariante par T, cette transformation induit une transformation de Y, encore 
notee T, telle que (j): X ^Y soit un facteur. 

D'apres la section 3.3 de [HK2], I'image dc Q(X) par I'application est une 
structure de parallelepipedes forte sur Y. Par ailleurs, d'apres le lemme 4, cette 
image est egale a Q{Y) qui est done une structure forte. 
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On en deduit que la relation de bi-proximalite regionale do Y est Tcgalite. D'apres 
le theoreme 2, Y est une limite projective de nilsystemes d'ordre 2. 

Soit maintenant {W, T) un nilsysteme d'ordre 2 qui est un facteur de X, I'appli- 
cation facteur etant notee tp. Soient x,y G X deux points tels que (/>(a;) = (j){y) et 
montrons que ipi^) = V-'(?y)- 

Par definition de (f>, x et y sont bi-regionalement proximaux et il existe a,b,c G X 
tels que {x,y,a,a,b,b,c,c) S Q{X). On a done {tp{x),'ip{y),^p{a),'ip{a),ip{b),ip{b), 
t/j{c),tp{c)) € Q(T'V') done iIj{x) et 'tp{y) sont bi-regionalement proximaux dans W, 
done egaux d'apres la proposition 9. Notre affirmation est demontree. 

Ainsi, I'applieation tp se factorise a travers ^ : tout faeteur de X qui est un 
nilsysteme d'ordre 2 est un faeteur de W, qui est done le nilfaeteur d'ordre 2 
maximal de X. □ 



6. Resultats topologiques 

Dans cette section nous la debutons la demonstration du theoreme 2. 

Nous supposons dcsormais : 

(Hyp.) Le systeme {X, T) est transitif et la relation de bi-proximalite regionale 
sur X est I'egalite. 

Nous voulons demontrer que le systeme est une limite projective de nilsystemes 
d'ordre deux. La demonstration oecupe le reste de cette section et toute la section 
suivante. D'apres la proposition 3, le systeme {X,T) est distal et minimal. D'apres 
Ic theoreme 5, (P, Q) est une structure de parallelepipedes sur X telle qu'elle a ete 
definie et etudiee dans [HK2], et cette structure est forte par hypothese. 

Les structures de parallelogrammes et de parallelepipedes ont ete etudiees dans 
cet article dans un cadre « abstrait » et nous avons ici une structure « plus 
riche » : D'une part, X, P, Q, ... sont des espaces compacts. D'autre part, les 
parallelogrammes et parallelepipedes de X proviennent de la dynamique. Les struc- 
tures topologiques et dynamiques sont bien stir intimement liccs mais, pour la com- 
modite de la lecture, nous separons les deux type d'arguments et commengons par 
ceux de nature purement topologique. 

Nous utilisons desormais librement les definitions, notations et resultats de [HK2]. 

6.1. Les groupes Pg et F. Nous etudions les proprietes topologiques des groupes 

ct homomorphismcs introduitcs dans la section 4 de [HK2]. Les demonstrations 
consistent essentiellement en arguments elementaires de compacite que nous ne 
donnons que suceinetement. 

Rappelons que la classe d'un parallclogramme x pour la relation d'equivalence 
« est notee [x] et que P est le quotient de P par cette relation. 

On a Q = {(x, y) ; x, y e P, x w y}. Ainsi, le graphe de la relation i=s est 
le ferme Q. On peut done munir P d'une structure d'espace compact telle que la 
surjeetion naturelle P — > P soit continue. 

On definit deux applications r,q: P ^ Z par 

pour tout X e P, ^([x]) = 7r(a;i)7r(a;o)~"^ et ^([x]) = 7r(a;2)7r(a;o)~"^ . 

Ces deux applications sont continues. En particulier, pour tout s & Z, le sous- 
ensemble Pg = r~^{{s}) de P est ferme, ct la restriction Qs de q a P, est continue. 

Dans la section 4.1 de [HK2] on a muni chaque ensemble Pg d'une structure de 
groupe abelien. Montrons : 
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Lemme 10. Pour chaque s E Z la multiplication de Ps est continue. Plus precisement, 
soit 

PXrP= {(a,/3) ePxP; r{a) = r(/3)} = |J x . 

Soit m: P Xr P ^ P I 'application dont, pour tout s G Z, la restriction a Pg x Pg 
est la multiplication. Alors m est continue. 

Demonstration. Definissons 

K = {(a;o,a;i,a;2,a;3,a;4,a;5) e ; (a;o,a;i,a;2,a;3) G P et {x2,X3,X4,X5) e P} . 

Ainsi, K est une partie fermee de et P x ^ P est I'image de K par I'application 

{xo,xi,xi,X3,X4,X5) ([a;o,a;i,a;2,a;3] , [x2,X3,X4,X5]) . 

L'application m de P x^ P dans P est caracterisee par : 

pour tout (a;o,a;i,a;i,a;3,a;4,a;5) e R, m{[xo,xi,X2,X3] ,[x2,X3,X4,X5]) = [xo,xi,X4,X5] . 

Le graphe de cette application est ferme et elle est done continue. □ 

Ainsi, pour tout s & Z, Pg est un groupe abelien compact et : P^ — > Z est un 
homomorphismc continu de groupes. Le noyau Fg de cet homomorphisme est done 
un groupe compact. 

Notons Pi^i I'ensemble parallelogrammes verticaux, c'est a dire dont les quatre 

sommcts ont la memc projection sur Z. On rappcUc que F est forme dcs classes 
d'equivalence des parallelogrammes verticaux. Ainsi, F = Fi est un groupe com- 
pact. 

Lemme 11. L 'action de F sur X est continue. 

Demonstration. Definissons un sous-ensemble K de X x X x Pi i par : 

K = {{x,y,z) ; x,y G X, z e Pi,i, Tr{x) = 7r(y) ct {x,x,x,y,z e Q} . 

Alors K est ferme dans XxXxPi^i done compact. Remarquons que si {x, y, z) G K, 
si z' e Pi^i et si [z'] = [z] alors {x,y,z') G K. Ainsi, K induit un sous-ensemble 
compact R dc X X X x F. 

Par definition de Faction de F sur X, pour x £ X et u £ F, u ■ x est I'unique 
element de X tel que (x, u-x, u) appartienne a R. Cette action est done continue. □ 

Introduisons quclques notations supplementaires. 

Notation. On note 

L = q-\{l})=\jFgCP 
sez 

et j : L —>■ F I'application donnee par 

= jsia) sia&Fg 

Pour chaque s £ Z on note ig'- F ^ Fg I'application reciproque de jg et i: Z x F 
L designc I'application definic par i{s,^) = is{£,)- 

Lemme 12. Pour tout s E Z, I'isomorphisme jgi Fg ^ F est continu et plus 
precisement I'application j: L ^ F est continue. 
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Demonstration. Soit P.,i Tensemble des parallelogrammes x = (xq, xi,X2, X3) verifiant 
tt{x2) = Tiixo) et done aussi 'jt{x3) = 7r(a;i). Ainsi, L est I'image de P.,i dans le quo- 
tient P de P. 

Tout parallelogramme appartenant a P.^i pent s'ecrire d'une unique maniere sous 
la forme {a,b,u ■ a,v ■ b) avec a,b ^ X et u,v G F et on definit une application 
j' : P.,1 F par j'{a, b,u-a,v-b) = vu~^. Cette application est continue. De plus, j 
est I'application induite par j' par passage au quotient, et j est done continue. □ 

Remarquons que I'application i est la reciproque de I'application r x j : L — > 
Z X F. On a done : 

CoroUaire 3. L'application i: Z x F ^ L est continue. 
6.2. Le groupe de structure topologique. 

Definition 9. Le groupe de structure topologique de (X, T), note Gtop on Gtop(-^), 
est I'ensemble des homeomorphismes de X appartenant au groupe de structure G 
de X. 

Ainsi, Gtop est le groupe forme des homeomorphismes x t-^ g ■ x de X tels que 
pour tout X G P on ait gf'^l • x G P et g^^l ■ x = x. On rappelle que 

pour X = (a;o, xi,X2,X3) G P, .g'^' • x = (.g ■ .To, ,g ■ xi.g ■ .T2, ,g • . 

On munit Gtop de la topologie de la convergence uniforme sur X. Ainsi, Gtop est 
un groupe polonais. Comme Gtop est un sous-groupe de G, il est nilpotent d'ordre 
2 ([HK2], proposition 12). 

Proposition 10. Le groupe Gtop '^fl'** transitivement sur X si et seulement si, pour 
tout s G Z la suite exacte 

(3) — > F Ps ^ B — > 

se scinde continument, c 'est d dire qu 'il existe un homomorphisme de groupes con- 
tinu Ks'. Ps ^ F tel que Kg ojg soit I'identite de F. 

En particulier, si F est un tore de dimension finie alors Gtop '^fl'** transitivement 

sur X . 

Demonstration. II suffit de verifier que I'element de G construit dans la preuve du 
theoreme 2 de [HK2] est un homeomorphisme de X. □ 

Proposition 11. Supposons que Gtop ^.git transitivement sur X. Soit Ftop le sta- 
bilisateur d'un point e de X et identifions X avec Gtop /^top de la fagon naturelle. 

Alors Gtop fi^^ localement compact, Ftop est un sous-groupe discret de G, et 
I 'identification X = Gtop /^top est un homeomorphisme. 

Avant la demonstration de cette proposition, introduisons une notation utilisee 
dans toute la suite. 

Notation. Si H, K sont deux groupes topologiques metrisables, home (if, K) designe 
I'ensemble des homomorphismes continus dc H dans K, muni de la topologie de la 

convergence uniforme sur tous Ics compacts de H . 

Demonstration. Pour alleger la typographie, dans la demonstration nous ecrivons 
G et r au lieu de Gtop et Ftop. 
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6.2.1. Remarques preliminaires. Commc G est un groupc transitif de transforma- 
tions de X ct que F est le stabilisateur d'un point e, I'intersection do cc groupe et 
du centre Z{G) de G est triviale. D'apres la proposition 15 de [HK2], F est inclus 
dans Z{G) done TCiF = {1}. Dans la section 5.3 de [HK2] on montre que le groupe 
G2 des commutateurs de G est inclus dans F. On a done F n G2 = {1} et F est 
abelien. 

Par definition, F est un sous-groupe ferme de G. Comme F agit continument sur 
X, I'inclusion de F dans G est continue, et F est un sous-groupe compact de G. 

6.2.2. Premiere partie. On rappelle encore ([HK2], section 5.3) qu'il existe un ho- 
momorphisme de groupes p: G ^ Z, verifiant 

pour tout g € G et tout x € X, p{g) ■ 7r(x) = iT{g ■ x) . 

Par definition de I'identification X = G/T, le point e de X est I'image dans X de 
I'element unite 1 de G, done 7r(e) est I'element unite 1 de Z. Ainsi, 

p{g) = TT{g ■ e) pour tout g G G . 

Le graphe de I'application p est ferme et cet homomorphisme est done continu. 

Son noyau FT est done ferme dans G. Comme G ct Z sent dcs groupes polonais ct 
que p est surjectif, cet homomorphisme est une application ouverte et la topologie 
de Z concide avec la topologie quotient de G/FT (voir [BK], chapitre 1). 

La compacitc de F entraine alors facilcmcnt que rapplication g g-e est ouverte 
de G dans X. Ainsi, I'identification X = G/T est un homeomorphisme et F est un 
sous-groupe cocompact de G. 

6.2.3. Deuxieme partie. Nous montrons maintenant que F est un sous-groupe dis- 
cret de G. 

a) Soit 7 e F. Comme G est nilpotent d'ordre 2, I'application 

f'l- 9 ^ [7,. 9] 

est un homomorphisme de groupes de G dans G2 C F. 

Comme I'application {h, g) 1— > [/i, 5] : G x G — > G2 est continue, pour chaque 
7 G r I'homomorphisme /-y est continu et I'application f-y est continue de F 
dans homc(G, F). 

Soit 7 e F. Comme F est contenu dans le centre de G, I'homomorphisme /-y est 

trivial sur F. Comme F est abelien, la restriction dc I'homomorphisme f^hT est 
triviale. Ainsi, f-y induit un homomorphisme de groupes x-y de G/TF = Z dans F, 
et cet homomorphisme est continu. 

On vcrifie facilement que 7^ 1 pour tout 7 G F different de 1. En effct, dans Ic 
cas contraire on aurait = 1 et 7 appartiendrait au centre de G ce qui contredit 
les remarques preliminaires. 

b) Supposons que F n'est pas discret. 

II existe alors une suite (7^) dans F, convergeant vers 1 dans F et avec 7„ ^ 1 
pour tout n. 

On a done x-y„ 1 pour tout n. Comme Z et F sont dcs groupes abeliens 
compacts, le groupe homc(Z, F) est discret et la suite {x-y„) pent pas converger 
vers 1 dans homc{Z,F), c'est a dire uniformement sur Z. 

II existe done une suite (z„) dans Z telle que la suite (x-,,, (zn)) converge dans 
F vers un point m 7^ 1. En replagant la suite (7„) par une sous-suite on se amene 
au cas oil la suite (zn) converge dans Z vers un certain point z. Comme p est une 
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application ouverte, il existe une suite {gn) dans G avec p{gn) = Zn pour tout n ct 
qui converge vers un point g de G avec p{g) = z. 

Le sous-ensemble K = {g„ ; n > 1} U {g} est un compact de G. Comme 
I'application 7 i— > est continue a valeurs dans le groupe home (G,i^) muni de 
la topologic do la convergence uniforme sur tout compact, la suite {fj„{-)) converge 
uniformement vers 1 sur K et la suite {ff„{gn)) converge done vers 1. 

Comme pour tout n on a ((?„) = x-y„ (zn) on obtient la contradiction recherchee. 

6.2.4. Troisieme partie. Nous montrons maintenant que G est localement compact. 

Comme F est un sous-groupe discret de G, il existe un voisinage ferme symetrique 
K dc 1 dans G avec {K ■ K ■ K) n F = {!}. Vcrifions que K est compact. Soit {gn) 
une suite dans K et montrons que cette suite admet une sous-suite convergente. 

Comme X est compact, quitte a remplacer la suite donnee par un sous-suite, on 
peut supposcr que la suite ((/„ • e) converge dans X. Comme I'application g ^ g ■ e 
est ouverte, il existe une suite dans G, convergente et verifiant hn ■ e = gn • e 
pour tout n. Pour tout n posons 7„ = g~^hn- On a 7„ G F. 

Pour tous m, n asscz grands, h„ih~^ £ K done ^mln^ £ K ■ K ■ K ct done 
jm = In- Ainsi, la suite (7„) est constante a partir d'un certain rang et la suite 
{gn) converge. □ 

7. Demonstration du theoreme 2 

Dans cette section nous terminons la demonstration du theoreme 2. Nous sup- 
posons toujours que 

(Hyp.) La relation de bi-proximalite regionale sur X est I'egalite. 

Nous commengons par une remarque preliminaire. 

7.1. Passage au quotient. Soit Fq un sous-groupe ferme de F et y I'espace 

quotient de X sous Taction de Fq. 

Comme la transformation T appartient au groupe de structure de X et que F 
est contenu dans le centre de ce groupe, Faction de F sur X commute avec T. 
Ainsi T induit un homcomorphisme, encore note T, de Y et I'application quotient 

(j): X est un facteur. 

Lemme 13. Soient Fq et Y comme plus haut. Alors : 

i) la relation de hi-proximalite regionale sur Y est I 'egalite et 

ii) le groupe des fibres de Y est isomorphe a F/ Fq. 

Demonstration, i) Soient y,y' GY avec {y, y') G RP^(y). Alors d'apres le lemme 1 
il existe a,h,c&Y avec {y, y', a, a, b, b, c, c) S Q(y). 

D'apres le lemme 4, Q{Y) est I'image de Q{X) par ^'^i et il existe done x = 

{xo, • • • , X7) e Q{X) avec 

(f>{xo) y, (f){xi) ^ y', (j>{x2) = ^(xa) = a, (j>{x4,) = 4'{x^) = 6 et (j){xQ) = 4>{xr) = c . 

Par definition de 4>, il existe u,v,w G Fq avec 

X3 — u ■ X2, 2:5 w • X4 et xj — w ■ xq . 

D'apres la proposition 12 de [HK2] on a done xi = uvw~^ -xi et done par definition 
de (f), 4>{x\) = (l){xo) c'est a dire y' = y, ce qui demontre i). 
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ii) L'image par Tapplication ^I^l : X^^l — !■ yl^l dc I'ensemble des parallelogrammes 
verticaiix de X est I'ensemble des parallelogrammes verticaux de Y. Cette applica- 
tion respecte I'equivalence des parallelogrammes et done elle induit une application 
surjective ^, du groupe des fibres F de X sur le groupe des fibres de Y. est 
continue puisque est continue et on verifie immediatement que ^* est un ho- 
momorphisme de groupes. 

Nous remarquons aussi que commute avec les actions des groupes de fibres 
sur X et Y : pour tout x X ct tout u E F, (j){u ■ x) ~ (j)<,{u) ■ (/>(a;). Le noyau dc 

est done I'ensemble Ae u € F tels que (j){u ■ x) = (j){x) pour tout x e X, c'est a 
dire Fq. La propriete ii) est demontree. □ 

7.2. Le cas ou F est un groupe de Lie. Rappelons que le groupe abelien com- 
pact F est un groupe de Lie si et seulement si il pent se representer comme la 
somme directe d'un tore de dimension finie et d'un groupe fini (chacun de ces deux 
groupes pouvant etre trivial). 

Proposition 12. Supposons que le groupe F est un groupe de Lie. Alors le groupe 

de structure topologique Gtop o-git transitivement sur X . 

Demonstration. D'apres la proposition 10 sommes ramenes a montrer que pour 
tout s € Z la, suite exacte 

(3) — >F ~^P, -^B — >0 

est continument scindee, c'est a dire qu'il existe un homomorphisme continu Kg: Pg - 
F verifiant 

is ° Kg = Idp ■ 

La demonstration comprend trois parties. Nous commengons par verifier que cette 

suite cxactc est continument scindee pour s = 1, puis pour tous Ics s dans un 
voisinage de 1 dans Z et enfin nous concluons par un argument de minimalite. 

7.2.1. Premiere partie : le cas oil s — 1. 

Solent x,y,x',y' € X avec Tr{y)TT{x)~^ = n{y')Tr{x')^^ . Alors {x,y,x',y') e 
P et d'apres le lemme 9 de [HK2] les classes [x,x,y,y] et [x' , x' , y' , y'] des par- 
allelogramme {x,x,y,y) et {x' , x' , y' , y') sont identiques. On peut done definir une 
application p : Z ^ P par 

p{t) = [x, X, y, y] pour tout {x,y) G X x X tel que 7r(y)7r(a;)~^ = t . 

Par construction, l'image dc I'application p est contemic dans Pi ct qi o p: Z ^ 
Z est I'application identite. L'application p est un homomorphisme de groupes 
par definition de la multiplication dans Pi. Son graphe est l'image de X x X par 
I'application continue 

{x,y) ^ {Tr{y)Tr{x)-'^,[x,x,y,y]): X x X ^ Z x Pi 

et est done ferme dans Z x Pi. Cette application est done continue et le groupe Pi 

est done bien la somme directe topologique F et Z. La suite exacte (3) est done 
continument scindee pour s = 1 et il existe un homomorphisme continu ki ; Pi o F 
avec il o Ki = Idp- 
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7.2.2. Deuxieme partie : construction d'un voisinage de 1 dans Z. 

Nous ecrivons F = T** x i^, ou c? > est un entier et K un groupe fini. Pour 
tout s G Z, I'homomorphisme continu injectif is'. T"^ x K ^ Pg s'ecrit alors 

ou (psi T''' ^ Ps et ips: K ^ Pg sont des homomorphismes continus injectifs avec 

(4) M'^'')r^MK) = {i} ■ 

a) Pour tout s G Z nous construisons un homomorphisme continu : Pg — > T*^ tel 
que 

(5) Tg o (j)g est I'identite de T''' et Ts o ipg : K ^ T"^ est F homomorphisme trivial. 

Soit s & Z. En composant (j)s avec I'application quotient on obtient un homomor- 
phisme continu (fig: ^ Ps/ijJs{K), qui est injectif d'apres (4). Comme T'^ est un 
groupe injectif, il existe un homomorphisme continu : Ps/ipsiK) tel que 

fg o (pg soit I'identite de T"^. En composant avec I'application quotient on obtient 
un homomorphisme continu Tg: Pg — > T"^ verifiant (5). 

b) Nous construisons maintcnant un voisinage de 1 dans Z et pour tout s €W 
un homomorphisme continu Gs'- Ps ^ K verifiant 

(6) CTg o ^g = IAk ■ 

En composant Ki avec la projection F = T''- x K ^ K on obtient un homomor- 
phisme continu a\ : Pi ^ K verifiant la propriete (6) pour s = 1. 

Comme K est fini il existe un voisinage ouvert U dc f dans Z et une application 
continue a: r~^{U) — > K qui concide avec ai sur Pi. Pour s G [/ on note (Jg la 
restriction de a a Pg. 

Pour chaque sous-ensemble Y de Z notons 

Ry = {(a,/3) G r-i(F) x r-^{Y): r{a) = r(/3} = |J Pg x P, . 

Ainsi, Ry est inclus dans I'ensemble Rz = P Xy. P considere dans le lemme 10. 

Soit m: P Xj- P — > P I'application introduite dans ce lemme et definissons 
f : Ru K pa.T 

f{a, (3) = a{m{a, /?)) ■ a{a)-^ ■ a{(})-' . 

Ainsi, pour tout s G U et tous a, /? G P^, 

f{a, (3) = ag(a/3) • as{a)-' ■ ag(/3)-i . 

Comme ai est un homomorphisme, / est cgale a 1 sur Pi x Pi. La continuitc de a 
et le lemme 10 entrainent que / est continue sur Ru. Comme K est fini, il existe 
done un voisinage F de 1 dans Z avec V C U, tel que cette application soit egale 
a 1 sur Rv- Ainsi, pour tout s £V, ag est un homomorphisme continu de P, dans 
K. 

Enfin, d'apres le corollaire 3, I'application (s,0 V's(0 ^st continue deVxK 

dans r~^{V) et done I'application (s,C) ^ (Tg o ipsiO ^st continue dc V x K dans 
K. Comme K est fini et que ai o tpi est I'identite de K il existe un voisinage W de 
1 dans Z, contenu dans V, tel que (6) soit verifie pour tout s G W. 
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c) Remarquons que comme T'^ est connexe et que K est fini, ag ° ctg'- ^ K est 
trivial pour tout s & W. Pour tout s & W posons 

Ks=TsX as-. Ps ^f''' X K = F . 

Alors Kg est un homomorphisme continu et les relations (5) et (6) entrainent que 

Kg o is = Idp pour tout s € W. 

La suite exacte (3) est continument scindee pour tout s dans le voisinage W de 
1 dans Z. 

7.2.3. Troisieme partie : Invariance par T . 

Nous montrons maintenant que rcnscmblc dcs s ^ Z pour Icsqucls la suite ex- 
acte (3) est continiinient scindee est invariant par T, ce qui achevera la demonstration 
par minimalite. 

Soit s & Z. Pour tout x = {xo,x-\_,X2,xs) e on a t|^'x = {xo,Tx-\_,X2,Txs) G 
Pts- L'application t|^' : Pts est clairemcnt continue. 

[2] [2] 

De plus, si X. y G Ps vcrificnt x « y alors (x,y) G Q ct {T[ x, y) = 
rj^'(x,y) G Q done rj^'x r=i xf^y. Ainsi, t]^^ : P^ P^ induit une application 
continue, encore notee T^^ , de P, dans lui-meme. La definition de la multiplication 
dans Pg ct P^g cntrainc immcdiatcmcnt que ccttc application est un homomor- 
phisme de groupes. En remplagant T par son inverse dans ce qui precede on obtient 
que cette application est un isomorphisme. 

On verific immcdiatement sur les definitions que qTs°T^^ = Qg, que T^^Fg = Fts 

\2] [21 

et que jxg oT^ ' = jg done ' oig = i^g. On a done un diagramme commutatif 



— > F Pg Z — >0 



F 


is 


Ps 




z 


1" 








1" 


F 




Pts 




z 



0^ F i±±> Pj,^ 11^ z ^0 



oil les ligncs horizontalcs sont les suites cxactcs (3) aux points s ct Ts. 

Si s appartient a Z' la premiere suite exacte est continument scindee, done aussi 
la deuxieme et done Ts appartient a Z' . Ainsi Z' est invariant par T et contient 
un voisinage de 1, il est done egal a Z par minimalite de la rotation {Z,T), ce qui 
acheve la demonstration. □ 

7.3. Fin de la demonstration du theoreme 2. 

a) Reduction au cas ow F est un groupe de Lie. Comme F est un groupe abelien 
compact, il peut s'ecrire comme limite projective d'une suite de groupes de Lie. 
Cela signifie qu'il cxiste unc suite dccroissantc (F„) dc sous-groupes fermes de F, 
avec r\nFn = {1} et telle que soit un groupe de Lie pour tout n. 

Soit Xn le quotient de X par Faction de F„. Comme le systeme X est la limite 
projective de la suite (X„) de systemes, il suffit dc montrcr que chacun d'entre eux 
est limite projective d'une suite de nilsystemes d'ordre 2. 

D'apres le lemme 13, la relation de bi-proximalite regionale de X„ est I'egalite et 
le groupe des fibres de X„ est isomorphe a F/Fn- Ainsi, sans perdre en generalite, 
nous pouvons nous rcstrcindrc au cas oil F est un groupe dc Lie. 

b) Comme F est un groupe de Lie, d'apres la proposition 12 le groupe Gtop agit 
transitivement sur X. D'apres la proposition 11, Gtop est localement compact, le 
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stabilisateur F de e est discret et X peut s'idcntifier a Gtop /r. On rappelle que 
Gtop est nilpotent d'ordre 2. 

Le groupe localement compact Gtop peut s'ecrire commc liniite projective de 
groupes de Lie [MZ]. Plus precisement, il existe une suite decroissante [K^) de 
sous-groupes compacts de G^op, contenus dans le centre de G^op, avec n„-K'„ = {1} 
et telle que Gtop I Kn soit un groupe dc Lie pour tout n. 

Pour tout n, Gtop / muni de la transformation induite par T est un nil- 
systeme d'ordre 2, et X est la limite projective de ces systemes. □ 

8. Application : une caracterisation des nilsuites d'ordre deux 

8.1. La definition. Soit (u„ ; n G Z) une suite bornee de nombres complexes. 

On rappcUc que cctto suite est presque periodique si la famillc do scs translates 
est relativement compacte pour la topologie de la convergence uniforme. Cette 
propriete est satisfaite si et seulement si il existe une rotation minimale {X, T), un 
point e G X ct unc fonction continue f : X ^ C avec u„ = /(T"e) pour tout n E Z. 

La notion de nilsuite generalise la notion de suite presque periodique. Nous 
reproduisons la definition de [BHK]. 

Definition 10. Soit > 1 un entier. 

Une suite u = {un ; n Eli) Ac nombres complexes est une nilsuite de base d'ordre 
k s'il existe un nilsysteme {X, T) d'ordre k, un point e G X et une fonction continue 
/ sur X tels que u„ = f{T^e) pour tout n G Z. 

Une nilsuite d'ordre k est une limite uniforme de nilsuites de base d'ordre k. 

Ainsi, les nilsuites d'ordre 1 sont les suites presque periodiqucs. 

Dans la definition d'une nilsuite de base on peut supposer sans perdre en generalite 
que le nilsysteme {X, T) est minimal : il suffit en effet de remplacer X par I'orbite 
fcrmce de e, qui munie de T est un nilsysteme d'ordre k (voir [Le]), transitif done 

minimal. 

Lemme 14. Soit k > 1 un entier. Pour que la suite u = {un ; n € "Z) de nombres 
complexes soit une nilsuite d'ordre k il faut et il suffit qu'il existe un systeme {Y, S) 

minimal qui soit une limite projective de nilsystemes d'ordre k, un point a G Y et 
une fonction continue h sur X tels que Un = h{S"-a) pour tout n E Z,. 

Demonstration. Si la suite u provient d'une limite projective de nilsystemes comme 
dans I'enonce, alors par approximation de la fonction h on obtient immediatement 
que cette suite est unc nilsuite d'ordre k. 

Supposons maintenant que la suite u = (u„ ; n G Z) est limite uniforme des 
nilsuites de base u^'' ou u^'^ = {un^ ; n G Z) pour tout i > 1. Pour chaque i 
choisissons un nilsysteme minimal (Xj, Tj), un point Bi € X et une fonction continue 
fi sur Xi avec 

= /j(T"ei) pour tous z > 1 et tous n > 1 . 

Pour tout i > I soient Si la transformation Ti x • • • x Tj de Xi x ■ ■ ■ x X^, 
Oj = (ei,...,ei) G Xi X ■ ■ ■ X Xi et Yi I'orbite fermee de o, pour Si. Alors 
(Xi X ■■■ X Xi,Si) est un nilsysteme d'ordre k done {Yi.Si) est un nilsysteme 
d'ordre k (voir [Le]), transitif done minimal. Notons encore gi la restriction a Yi de 
la fonction {xi,. . . ,Xi) i— > fi{Xi) : Xi x • • • x Xj — > C. On a : 

ull^ = gi{S^ai) pour tous i > 1 et tous n > 1 . 
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Pour chaque i soit pi: Xi x ■ ■ ■ x Xi x Xi+i XiX ■ ■ ■ x Xi\& projection naturelle. 
On &pi{ai+i) — tti et pioSi+i = Siopi ct par densite on en deduit quepi(l^+i) = Yi. 
Ainsi, Pi'. (Fj+i,S'j+i) {Yi,Si) est une application facteur. 

Les systemes {Yi,Si) ferment avec les applications pi un systeme projectif. La 
limite projective {Y, S) de ce systeme est un systeme minimal. Notons qi: Y ^ Yi 
I'application naturelle, a le point de Y defini par qi{a) = at pour tout i et hi la 
fonction continue gi o sur Y. Nous avons 

= hi{S^a) pour tous i > 1 et tous n > 1 . 

Quand i — > +oo, — > w„ uniformement, done la suite de fonctions {hi) converge 
unifermement sur I'orbite {S^a ; n € Z) de a. Comme cette orbitc est dense dans 
Y, la suite de fenctions {hi) converge unifermement sur Y . Soit h la limite de cette 
suite, h est une fenction continue sur y et u„ = h{S^a) pour tout n. □ 

8.2. Une Cciracterisation des nilsuites d'ordre deux. 

Theoreme 8. Soit u = (u„ ; n € Z) wne suife bomee de nombres complexes. 

- Pour que la suite u soit presque periodique il faut et il suffit que 

(7) pour tout e > il existe un entier M > 1 et ^ > tels que pour tous 

fc, m, n € Z on ait : 

si pour tout z G [A: — M, k + M] on a \ui-^-m — Ui\ < S et — Ui\ < 6 

alors on a \uk+m+n - Mfe| < e . 

- Pour que la suite u soit une nilsuite d'ordre deux il faut et il suffit que 

(8) pour tout e > il existe un entier M > 1 et 5 > tels que pour tous 
k,m,n,p € Z on ait : 

si pour tout i € [k — M,k + M] on a 

(*) \Ui+rn - Ui\ < S, \ui+n - Ui\ < S, \Ui+m+n " Wj | < S, \Ui+p - Uj | < 6, 

\Ui+m+p - Ui\ < 6 et \Ui+n+p -Ui\ < ^ 

alors \uk+,n+n+p - Ufel < e • 

Ainsi, les suites presque periodiques et les nilsuites d'ordre 2 sont caracterisees 
par des proprietes de regularite arithmetique des temps de retour. L'uniformite en 
k, m, n,p dans (8) pcut sc traduirc en tcrmcs topologiqucs, commc dans la definition 
classique d'une suite presque periodique, mais nous ne developpons pas ces con- 
siderations ici. 

Demonstration. Nous ne montrons que la deuxieme affirmation, la preuve de la 

premiere ctant similaire et plus simple. 

a) Soient u = {un ; n e Z) une suite bornee et I? C C un disque ferme contenant 
Un pour tout n. Muni de la topologie de la convergence simple, est un espace 
compact metrisable, par exemple au moyen de la distance d dcfinie par 

pour x= {xn.; n G Z) et y = (y„ ; n e Z), d{x,y) = ^ 2"l"'l|a;„ - t/„| . 

Nous munissons du decalage T defini par 

pour tout X e -D^, {Tx)n = Xn+i pour tout n e Z . 
Ainsi, T est un homeomorphisme de X. 
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Considerons la suite u comme un element de D et soit X 1 'or bite fermee de u 
sous la transformation T. Par construction, {X, T) est un systeme transitif. 

b) Supposons maintcnant que riiypothcsc (8) est satisfaite. 

Soient e > et M,S comme dans (8). Soient A'' > un entier, k,m,n,p £ Z et 
supposons que les conditions (*) sont vraies pour tout i S [k — M — N,k + M + N]. 
Alors, en appliquant Fhypothese aux entiers k + j avec |j| < N on obtient que, 
pour tout i e [k — N, k + N] on a \uk+m+n+p — Uk\ < e. 

Par definition de la distance sur D^, cette propriete peut s'ecrire : 

(9) pour tout e > il existe 5 > tel que, pour tous k,m,n,p G Z 

si d{T^+"'u,T^u) < S, d{T^+''u,T''u) < S, d{T^+"'+''u,T''u) < 6, 

d{T''+Pu,T^u) < 5, diT^+'^+Pu^T^u) <5et diT^+^'+Pu^T^u) < 5 
alors d(T*=+'"+"+fM,T'=u) < e . 
Par densite de {T'^u ; fc G Z) dans X et par continuite de T on obtient que 

(10) pour tout e > il existe 5 > tel que, pour tous m, n,p G Z et tout x G X, 
si d{T"'x,x) < (5/2, d{T''x,x) < 6/2, rf(T'"+"a;, a;) < S/2 

d{TPx,x) < S/2, d{T"'+Px,x) < 5/2 et d(T"+fa;,a;) < 5/2 

alors (i(T'"+"+f x, x) < 2e . 

Par definition de Q nous obtenons que si {x,x, . . . ,x,y) G Q alors x = y.Lc Icmmc 1 
entraine alors que la relation RP^ est I'egalite. D'apres le theoreme 2, le systeme 
{X,T) est done une limite projective de nilsystemes d'ordre 2. 

L'application / qui a chaque x = {x„ ; n € Z) G X associe xq est une fonction 
continue, et on a f{T^u) = Un pour tout n. La suite u = («,„ ; n € Z) est done une 
nilsuite d'ordre 2. 

c) Nous montrons maintenant quo la propriete (8) est satisfaite par toute nilsuite 
d'ordre deux. Comme cette propriete est stable par limite uniforme nous pouvons 
nous restreindre au cas des nilsuites de base. 

Soient {Y, S) un nilsysteme minimal d'ordre 2, e S F et / une fonction continue 
sur Y avec u„ = f{S^y) pour tout n. 

Soit D un disque ferme de C contenant toues les valeur de la fonction /. Definissons 
une application p: Y ^ par 

pour tout yGYet tout n e Z, {p{y))^ = . 

Cette application vcrific claircmcnt p o S = T o p ct p{e) = u. Par densite, I'imagc 
de p est X et p est done une application facteur de {Y, S) sur {X, T) . Ainsi, {X, T) 
est un facteur d'un nilsysteme d'ordre 2 et est done aussi un nilsysteme d'ordre 
deux, transitif done minimal. 

La relation RP^ sur X est done I'egalite. On en deduit immediatement (10) 
puis (9) et enfin (8). □ 
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